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О РАЗЛОЖЕНТИ МНОГОЧЛЕНОВЪ НА МНОЖИТЕЛЕЙ. 


(Окончане)*). 
Разыскане рацюнальныхъ. множителей. ‘какой’ угодно степени. 


Рацональные дзлители М, имъють’ видъ: 


у—ае-Нац Р-Р... Яр, 


дв 9, 9,, а, и пр. суть цзлыя числа. 
При отыекан1и этихъ дфлителей достаточно приписывать р значен!я 


И если ® нечетное: дзли- 


тели высшихъ степеней найдутся какъ частныя отъ дЪлен1я М» на найден- 
ныхъ ранфе множителей, 


И 
отъ 2 до э› если и четное, и отъ 2 до 
2 


Для отыскан1я соизмВримыхъ множителей существуетъь н%еколько 
способовъ. 


Способъ неопредфленныхъ коэффищентовъ. 


При этомъ способ за неизвзетныя привимають коэФФищенты .0бо- 
ихъ множителей и, посл перемножен!я послфднихъ, сравниваютъ_ коэо- 
Фиценты при одинаковыхъ стзпеняхъ х въ полученномъ произведении 
и въ данномъ многочлен. Такимъ образомъ получаютъь систему я урав- 
ненй съ и неизвзстными, цфлыя ршен!я которой бувуть ха иТЬ КОЭФ- 


Фхищентами искомыхъ множителей. 





Для рьшенйя системы придется прибЪгнуть къ исключению и, въ 
коицВ концовъ, вопросъ приведется къ отыскан!ю цзыь рьшенй одного 
уравнен!я съ однимъ неизвзетнымъ, что намъ 





*) См. „ВЪстникъ“ № 114, 


Исключен!е, какъ извЪстно, достигается всегда путемъ конечнаго 
ряда дъйствай *), а поэтому то же относится и къ разложенйю многочлена, 
на множителей. 





*) Приводимь с7060бъ иск.моченя, принадлежаний Клеро. 
Разсмотримъ сначала, два уравнен!я съ двумя неизвестными 5 и 1: 


М=0;: и’ М= 


М и Х предполагаются взаимно простыми (обиие множители исключаются при 
посредств$ общаго напбольшаго дЪлителя). Расположивъ члены многочленовь Ми 
М по степенямъ какой нибудь перемЪнной, напримфръ у, будемь производить надъ 
этими многочленами тоть рядъ дЪйств1й, который совершается при отысканш ихъ 
общаго наибольшаго дЪлителя; для избфжан1я дробныхъ коэффищентовъ будемь вво- 
дить въ дфлимыя множителей, вообще говоря, зависящихъ отъь буквы 2. Рядъ дЪй- 
ств долженъ быть продолженъ до получен1я остатка, не зависящаго отъ 9. 

Операщя приведет къ ряду равенствъ: 


К, М—а, МР В, 
К. М=9) т 


К 1 —— ви —1 в, 


гдЪ К, К......_вводимые множители, 41, 45....—частныя, В\, В.. ...— осталки. 
Изъ этихъ равенствъ слфдуетъ, что ве$ рЪшен!я системы: 


М==0, +\=0 
находятся въ числ ршен системы: 
В. —0 В,—=0 


а, такь какъ въ послфднее уравнене у не входитъ, значить исключеше исполнено. 
Въ случаЪ трехъ уравнений: 


М==0 гум и 8ВЕ=0 


съ тремя неизвЪстными г, 9, =, исключаемъ, по предыдущему способу, # ИЗЪ в 
а _ У 


м=0 №=0 
№—=0 РОГ 





удовлетворяють данной системЪ. 
| Г.т. Гафайе и баттгиз указали метоль различеня ръшен!. За подробностями. 
по этому поводу отсылаемъ къ „Начальной теорш уравненй“ Тотлентера. 
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Сльдуеть однако замфтить, что рьшеве системы уравнев1й, опрё- 
дъляющихъ коэФФищенты, можетъ быть ведено методомъ, не требующимъ 


исключен1я. Пояснимъ это на частномъ примёрф. 
Пуеть: 


М‚—а?-- Ала -РА, а Аза --А,а-РА, = (а оца-ра, (т, РВ -ЕВье-ЕВ, ). 


Тогда, для опредвлевя 9, 9, В, и пр., получимъ слБдующую 
систему: 


а.-|-В+=А К) се: ао амижиьы С 
о а. В.Р че- оааеох зайна ЮО 
НА, . (8) 
м... м) 
оиВеЕАЕТО зигобмнонаяЕ лись 2 (8) 


Для рзшеная ея можемъ поступить такъ. 

Разложивъ А, на множителей, найдемъ нЪеколько системъ возмож- 
ныхъ значенй для 9, и В.. 

Взявъ одну изъ нихъ, подставляемъ въ (4) и рьшаемъ въ цлыхъ 
чиелахъ полученное неопредъненное уравнеше. Число различныхъ зна- 
чен1й а, и 8, ограниченно. Дзйствительно, если обозначимъ черезъ Ги 
К соотвЪтетвенно выспий предвль положительныхъ и отрицательныхъ 
корней уравнемя М,—=0, то 


21-а—< 21. 


Это потому, что & выражаетъ собою взятую съ обратнымъ знакомъ 
сумму двухъ корней вышеприведеннаго уравнен!я. Найдя &,, отыщемъ 8, 
изъ уравненйя (1). 

Если найденныя такимъ образомъ значеня @,, @,, В, № и. удо- 
влетворяютъ уравненямъ (2) и (3), то одно изъ разложен!й найдено; въ 
противномъ случа нужно испытать друге корни уравнений (4) и (5). 


Способъ, основанный на дфленм. 


Если М. дЪлитея на: 
у—ае-На, т до... 


то остатоке этого дЪлен1я долженъ быть равенъ, нузю при всяБомЪ зна- 
чени 1. Для этого необходимо, чтобы 'веЪ коэФойщенты остатка равня- 
лись нулю. Такъ какъ степень остатка равна р—1, то коэфхфищентовъ 
въ немъ будетъ р; приравнивая ихъ нулю, получимъ р уравненй съ 
р неизвЪетными. Путемъ исключен1я придемъ къ одному уравненшю съ 





бднимъ неизвЪстнымъ *) и тогда останетея найти цЪлые корни этого 
уравнен!я, что намъ извЪетно. 


Другой варантъ того же способа. 
Изъ (1): 

—У—14:22Р-1—9,Р——.......— ар. (2) 
Умножимъ 06% части (2) нах и во 2-0й чаети полученнаго ра- 


венства замвнимъ 22? по хормуль (2); тогда получимъ выражен!е для 
+1, зависящее только отъ; 


. 2 1 
о. 
Поступая такимъ образомъ далфе, найдемъ выраженя для 27+, 


ДРТЗ и т. д. въ зависимости отъ тЪхъ же количествъ Е. ИИ 


Еели въ М, замнимъ 27, 122+1.... найденными для нихъ выраже- 
нями, то получимъ: 


М.—0, 7-10: 57-2--.....4., ...НО,, 


тдБ ве О суть цвлые относительно у многочлены. Подетавимъ въ М, 
вмзсто х одинъ изъ р корней уравнен!я: 


ут а, 1 а, дР-2--.......а,=0, 


наприм$ръ }.. 
Такъ какъ у есть множитель М, то, при: 


М, обратится въ нуль; Ц, Ц,, Ц....... обратятея соотвЪтетвенно въ 
и, №, и... ‚‹ ГДЪ уже нЪтъ у, и окончательно получимъ: 


и и и Не 


Хи, ХР? -|-.......Рир=0 «© 


` 


иметь р корней }\., ),,......Ар. 








*) Легко понять, что степень этого уравнен!я равно) 
2 


с", = ЕЕ вто. 
ее 








СлЪдовательно 
—0, и —0 о — 0 
Такимъ образомъ получаемъ р уравнен1й для опредвленя р не- 
извветныхь коэфФхищентовъ *). 
Примпрь. 
Разложить на множители: 
М,=2—2—15, 


Легко убЪздиться, что М, не имфетъ линейныхъ дфлителей. Для 
отысканя квадратичныхъ дЪфлителей вида 4?--рл--4 поступаемъ по 
предыдущему способу и нахедимъ слздуюциая уравнен1я для опредЪлен!я 
ВУ 


2*—З 4—1 
2'94—24'р=15. 


Послзднее изъ нихъ можеть быть представлено въ сл5дующемъ 
видъ: 


24( р°—24)=15, 


изъ котораго очевидно, что р й 4 суть дЪлители числа 15. 
Путемъ испытанй находимъ: 


р=—1. 


Сльдовательно: 


д-Нрх--4==?—х-Е3 


М.—=2°—д--15=(4°— 2-2 3)(2°--4°—25—5). 


о 
АУ 
Способъ Кронекера. << А 
©@У 
Если бы были извЪетны р значешй и,, и,,..... Ир ния теля соотвфт- 
ствующихъ р частнымъ значенямъ 2: @,, 4.......-@ р» оэФФищенты 


его легко было бы найти изъ системы р линейныхъ уравнен!й: 


у + о 
*) Разсуждешя этого и предыдущаго параграфа’ ембиины на слБдующей 
истинф: если уравнен!е 7-ой степени имфеть болфе ® корней, то всЪ его коэффи- 
щенты суть нули. 

См. Алгебру Бертрана въ переводф Билибина, стр. 432. 





ы.. 


—1 —- 
ааа. Р-*-|........ ЧРа=и, | 
—1 РЕ 
Р-Н а, Р1-|-........ арм | 
Г (№) 
- ы 
а»г-и.аь? —!-|-..... рые 
СлЪдовательно, вопросъ сводится къ отыскан!ю #,, #,.......Нр. За- 
мЪтимъ, что 1,, Ш,, №....... суть цзлыя числа и соотвЪтетвенные дЪли- 
тели чиселъ М., М», Ми....... . Такъ какъ вс дЪлители этихъ послзд- 


нихъ чиселъ извЪстны, то, взявъ какой нибудь двлитель М., можемъ 
принять его за м,, взявъ какой нибудь дЪлитель М.,. примемъ его за 
т.д. 

Рьшивъ затфмъ систему (№), найдемъ коэфФхищенты многочлена; 


у=аР--9.2Р-1--..........-К@рь 


и непосредственнымъ дфленемъ узнаемъ, дЪлится ли М, на 9. 

Затзмъ возьмемъ другую комбинашю дЪлителей, снова найдемъ 
систему коэфФхищентовъ и найденный мноточленъ опять испытаемъ не- 
посредственнымъ дЪлен1емъ и т. д. 

Такъ какъ число различныхъ комбинашй дЪлителей конечно, то, 
посредствомъ конечнаго ряда дЪйствй, можемъ найти воъхъ дЪлителей М... 

Ради упрощен1я, вмЪето рЪшен!я системы (№) можно составить 
Формулу, сразу опредвляющую многочленьъ М, [-ой степени, если из- 
взстны #--1 его частныхъ значевй при х=%., #1...-... 4. 

Съ этою цфлью примемъ сльдуюцщёя обозначенйя: 


\ 


8,=(5—4.)(2—#,)....... (#—4ь) 
— 9=_ 
Ха 
Тогда 
ее 5. (&) 
М.— Е о в аа. „Е ба (®) Ми. 


«У 
Дъйствительно: 0б% части этого равенства представляютъ -<0бою 
пфлые многочлены степени #, принимающле равныя значен! и” вл 
дующихъ #--1 значешяхъ 4“: 2, 4,....2ь, а извфетно *), много: 
члены, обладающие такими свойствами, равны при вовхъ знёченяхь пе- 
ремзннаго. Формула эта принадлежитъ Ларанжу. р 
Для примЪнен1я ея къ данному случаю надо по 
АЯ 


1) —1 р ХУ 





*) См. Алгебру Бертрана, стр. 439. 
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такъ какъ: 


| 


РИ аР 2..2. Нр=и,-— ар, 


гдз 2-ая часть считается извзетною. 


`Способъ Кронекера для разложения на соизмфримыхъ множителей многочлена 
съ какимъ угодно числомъ перемфнныхъ. 


Пусть требуется разложить на множителей: 


\ ^ 
М, неуд —. В. г 


гдЪ @, 3, -..... пЪлыя положительный числа. 
Припишемъ буквамъ у, 2..... НЪкоторыя частныя значеня; именно 
положимъ, что: 
9—9 
2—7" 
1. 


гдз 9 любое цфлое положительное число, превышающее наибольшее 
изъ значенй а, В, | ит. д. 

Посл замфны перемВнныхъ ф, у, 4...... ихъ частными значенями 
М,,,. обратитея въ нЪкоторый многочлень М, объ одной перемфнной, 
разложен1я котораго мы найти умЪемъ. 

Между разложенями на множителей многочленовь Мь,у,.... И М» 
существуетъ опредзленная зависимость. 


1. Веякому разложеню М»,у,. совтвфтетвуетъ нЪкоторое разло- 
жене М... 


Дъйствительно, если въ равенствЪ: 


В ват в"... Мо" 
Му» з-. +. = Аду Р= Ват Г .... Су (1) 


замзнимъ 2, 1, 2.... ихъ частными значенями, то получимъ раздожо. 
не для М,, именно: 





ЗдЪсь: 


а-НВу--19'-Е 89? т $ не - 
а-я +... .... 3) 
$==9" и. Арн 
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и притомъ: 
а--а"<9*) | 
В: О Е НИС . (4) 
т--’<9 
итд. | 


2. Иромз разложенй вида (2), доставляемыхъ многочленомъ 
М,лу.»....... М» можеть имфть и друйя разложен1я, обусловливаемыя 
частнымъ видомъ его. 

Какъ отличить тв разложен!1я, которыя происходятъ изъ Мл,у.г, ОТЪ 
возхъ остальныхъ? 

Для того, чтобы разложене (2) соотвЪтствовало разложен!ю (1)-му 
необходимы условя (4); эти же услов1я и достаточны. Покажемъ это. 

Пусть дано разложеше (2). . 

Выразимъ г, 4 и 3 (во вевхъ членахъ) по систем нумераши 9. 
Тогда получимъ равенства (3), въ которыхъ я, В, |, @, Вит. д. 
имъютъ единственныя и совершенно опредзленныя значен1я,—это слЪ- 
дуетъ изъ представляемости чиселъь по данному основан1ю нумеращи. 

Пусть намъ дано: 


аа" 9, 

в-В"< у. 

у-Н"< 9. 
Изъ этихъ условй и равенства: 


7=9-$ 


или 
а Ва-Ну 9-9... == Е -Н 9-Е... РЕ" 9" ЕВ" 92 .... 


заключаемъ, что: 





аа" = 

ВЕ" 

ТТ 
и. т. д. 


\\^— 
Поэтому, представивъ равенство (2) въ видЪ: .\\ 


^^ <) о\ 


о 
му у еее). $ ув а (а) ("т ... «Ув» (" (х®)\";,.... 





*) Потому что а!--а”==а. 


9 


и замзнивъ въ немъ 17, х”..... соотвзтетвенно черезъ у, 2....., полу- 
чимъ тождество: 


и се дач г".. = Уве" я. Усе ЧАТ 


Итакъ, способъ Кронекера для разложен!я на множителей много- 
члена со многими перемёнными состоитъ въ слфдующемъ: 

: Везмъ перемфннымъ, входящимъ въ многочленъ, кромВ одного, 
даютъ вышеуказанныя частныя значен1я и, такимъ образомъ, получаютъ 
многочленъ съ одной буквой 2. Полученный многочленъ разлагаютъ на 
множителей по извзстнымъ правиламъ. Показатель каждаго члена разло- 
женя предетавляють по системв нумеращи 9. Если окажетея, что сумма 
единицъ одинаковыхъ разрядовъ въ какихъ нибудь двухъ показателяхъ 
множимаго и множителя *) равна или болЪе 9, то это разложеше должно 
быть отброшено. Въ противномъ случаз, замфнимъ снова 47, 2"....... 
соотвётетвенно черезъ у, 2...., и получимъ искомое разложене. 

Примърь. Разложить на множителей: 


Ми, и.—2--уз--2*— Ззул. 


Полагаю: 


Е, 
Тогда: 
М. == 2-12 ЗА (аа 16) (2—8 8—1" 0-2). 


Выразимъ показателей этого разложен1я по системв нумеращи 4; 
тогда получимъ: 


(а 210-100) (дд 1-|-4220— 5101 — 2110 +2200). 


Такъ какъ сумма единицъ одинаковыхъ разрядовъ въ любой парЪ 
показателей, взятыхъ по оному изъ множимаго и множителя, меньше 4, 
то это разложене удовлетворяетъ требован!ю. 

ДъЪлая обратную замЪну, получимъ: 


= (#-Ру--=)(2*— уу ег?) 
= (в-Ну-Не)ай-у?--2—пу—яе—уг). 










Миру» 


Признакъ неприводимости, 


Изложенное исчерпываеть вопросъ о р раллональныхъ 
множителей цЪлаго многочлена съ какимъ ах ум перем нныхъ. 





*) Одивъ изъ показателей принадлежитъь члену множимаго, а другой—члену 
множителя. 
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Если послЪдовательное отыскане множителей '1-ой, 2-ой, 3-ей.... 
степеней (см. стр. 121) покажетъ, что такихъ множителей: нЪтъ, то, сл$- 
довательно, данный многочленъ на ращональныхъ множителей вовсе не 
разлагается. Такой многочленъ называется неприводимымь. Въ числу 
неприводимыхъ многочленовъ принадлежать 22-1, 2—2 и пр. 

Указанный процессъ для раскрыт!я непроводимости многочлена, тт 
своей сложности, имЪетъ мало практическаго значенля. 

Съ практической, да и съ теоретической точки зр$зная желательно 
было бы дать прямые признаки, по которымъ можно судить о неприво- 
димости многочлена. 

Еъ сожалвн!ю, такихъ общихъ признаковъ не существуетъ, а есть 
только нЪФеколько частныхъ теоремъ. одну изъ которыхъ мы приводимъ 
ниже, потому что она интересна сама по себЪ и, кром$ того, влечетъ 
за собою слЪдетв1е довольно важное для элементарной алгебры. 


Теорема. 


Если в5 мнозочленъ: 
М,—л"--А.х"-—1--......-РА 


коэффишенты А., А..........А»_— суть кратныя нъкоторалю первоначальнало 
числа р (отличнало 0715 1) и А,== р, то М, —есть неприводимый мноючлень. 
Допустимъ противное и пусть: 


М.—"--А д"... А, --Внай--|......- ВА) @Я--С а... СЛ. 
Такъ какъ: 
В.о -А,= ыы р, 
гдз р первоначальное число, то одно изъ количествъ Вь и С; равно-- р, 
а другое +1. 
Положимъ, что: 
В,—=-1 
Ср. А 


ху 
< \ 


> 


о 


я 


© 


Такъ какъ М, можно, по условю, представить подъ видом 
М,—ж"-РрМ',, 
5 

гдЪ М’, цълый многочленъ, то: 


а Вит. оЗЕОа Е ба... быца 1 рам", 


Эдъеь: 


> 
У 
ее У 
а 


(@®\ 
кв 


реа 
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поэтому: 
(В,2—1-+......51)(С,#—1-.....--Нбыа?--С-,5 в)=ЮМ'.. 


Произведен1е множимаго на членъ + р. множителя доставитъ много- 
членъ вида рМ",, перенеся его во вторую часть и соединяя съ находя- 
щимся тамъ многочленомъ, получимъ равенство: 


(Вайт...) Ыб Ыб. дом". 


Младпий членъ произведен1я, находящагося въ первой части, ра- 
венъ +(;.,5 и, на основан1и поелЪдняго равенства, елздуетъ заключить, 
что онъ дБлитея на р, —слЬдовательно С; -, дзлится на р. 

Поэтому произведене множимаго на С; „х дасть многочленъ еъ 
коэфФхищентами кратными р; перенеся его во вторую часть и соединивъ 
съ находящимся тамъ многочленомъ, получимъ: 


(В.В, 2—3--......--1)(С я... Ыб.) =РМ"". 


Продолжая подобныя сужден1я далЪе, убфдимея, что вс коэФфФи- 
шенты (;_,,, С;-.,.....С, дёлятся на р и окончательно получимъ: 


В В... ЕЯ ЕЮМ. 


Равенство это невозможно, такъ какъ —-1 не дфлится на р. 
Сльдовательно, М, неприводимъ, 
Слъдстве. Если р первоначальное число, то многочленъ: 


М. де-1 р дР-24-.....-ЕА 











неприводимъ. 
Замътимъ, что: 
ры 2—1 
#1 
и положимъ: 
д—=9-1. 
Тогда: ь. 
- 
У 
еее ИН в. 
Му+— Е Е 
у .2 Су 
о бу 
Такъ какъ всф коэфоищенты (кромз 1-го) послёднягосвыраженя, 
какъ иавЪстно, дЪлятся на р, то на основанм преды й теоремы 
М,+, неприводимъ. Отсюда заключаемъ, что М» есть также еприводимый 
многочленъ. о 


Подобнымъ же образомъ легко доказать слвдующую болъе общую 
ААС 
теорему: __ 

„Если р первоначальное число, то многочленъ, происходяпий отъ 


двлешя 2—1 на а! 4, неприводимъ“. 
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0 неприводимыхъ многочленахъ. 


Неприводимые многочлены обладать свойстваии аналогичными со 
свойствами первоначальныхъ чиселъ. 

Приводимъ нЪкоторыя изъ нихъ. 

1. Если произведеше М,М№, дзлится на неприводимый многочленъ 
К, и притомъ М, на К, не дЪлится, то необходимо М, дФлится на К... 

2. Если М, длится на неприводимый многочленъ К, и на непри- 
водимый многочленъ Г,,, отличный отъ перваго, то М, дЪлится на К.Т,,. 

3. Веявюй многочленъ только однимъ способомъ можетъ быть раз- 
ложенъ на произведен!е неприводимыхъ множителей. 

Доказательетво этихъ теоремъ можно найти въ нёкоторыхъ эле- 
ментарныхъ учебникахъ алгебры. (См. напримзръ. алебру Гутора). 

М. Попруженко (Оренбургъ). 


ОПЫТЪ ЭЛЕМЕНТАРНАГО ИЗЛОЖЕНТЯ 


начала сохранен1я энери. 


$ 1. Работою силы называется перемвщене тЪла подъ дЪйстнемъ 
силы. За единииу работы принимаютъ килограмметръ, т. е. работу при 
падени 1 килограмма отъ собстгвеннаго вЪса на 1 метръ. Всякую другую 
работу условились измърять произведенемь изь числовой величины постоян- 
ной силы на длину прямолинейнаю пути, пройденнаю тьломь по натра- 
вленаю силы. 

Если сила не постоянна и путь не прямолинеенъ, то мы разобъемъ 
путь на столь малые элементы, что въ течене каждаго изъ нихъ силу 
можно считать поетоянною, а путь прямолинейнымъ; вычислимъ работу 
для каждаго изъ элементовъ пути, и сумму вычисленныхъ такимъ обра- 
зомъ работъ для всего пути, будемъ называть работою силы на этомъ 
пути. 

Пусть двужущееся твло есть матерлальная точка, и сила не совпа- 
даеть съ направленемъ пути; тогда изъ нашего опредзлен1я мЪры ра- 
боты селфдуетъ, что для вычислен1я ея необходимо проекщю пройденнаго 
пути на направлен1е силы помножить на величину силы. Самыми про- 
стыми геометрическими соображен!ями тотчасъ же убЪдимся, что мыгпо- 
лучимъ то-же число, если проекцию силы на направлене пути помнбжймъ 
на длину пути. © 

$ 3. Уравнене работь для матетальной точки подь, дъйстваемь 
одной силы. ИзвЪетно, что движеше точки по данному пути подъ дЪй- 
ствемъ постоянной силы вполнЪ опредфляется слёдующ, `тремя урав- 
ненями; 





М... . 0...) 
о. 
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Здвеь К есть величина силы, М — масса движущагося твла, #— 
время движеная, У -—екороеть въ началЪ движен1я, У—екорость, спустя 
время { отъ начала движен!я, з—длина пройденнаго во время # пути. 
Если Е совпадаетъ съ направлен1емъ движен1я, то работа силы будеть 
измврятьея произведемемъ К.з. ИмЪемъ изъ (1) и (3) 


Т Л 
в—му.( а 





Но изъ (2) 
=" 
и 7) _ ) 

а потому 
У—У, У-У МУ? МУ? 
Е — М — - О. . 2 .— о 9% 
о р эт чи г р (1) 
- № 
Произведене 5 называется кинетическою энериею, и потому 


уравнене (Г) прочтется такъ: Работа постоянной силы равна прираще- 
ню. кинетической энерии. 

Если сила не совпадаетъ съ даннымь направленлемъ пути, то мы 
повторимъ вс тБ-же вычислен!я, взявши не самую силу, а ея проекщю 
на направлене пути и получимъ ту-же теорему. 

$ 3. Движене точки по данному пути оть дъйствя нъсколькихь 
силь. Пусть тзло движетея по данному пути при дЪйстви нЪеколькихЪ 
силъ Ё,, Е,, Е, и т. д. Если проекшя какой либо силы Ё на путь 
иметь направлене обратное направленю движеня, то условимея 
считать такую работу отрицательною. Алмебраическую сумму работь 
„веъхжь силь Е, Е,, Е и”. 0. уеловимся назывиить работою всъжь силь 
на данное тиьло. Такъ какъ дЪйств!е силы не зависитъ отъ дфйствая дру- 
гихъ силъ, то мы приведемъ тЪло въ то-же окончательное соетояше, 
заставимъ ли мы дЪйствовать на него силы вмЪстф или поочередно. 
Такъ какъ кромВ того изъ (Г) видно, что работа каждой силы веегда 
равна приралцен!ю кинетической энерти, какова бы ни была начальная 
скорость, то мы можемъ найти окончательную кинетическую энергю слЪ- 
дующимъ образомъ: заставимъ работать на наше тфло одну изъ силъ; 
пусть работа этой силы есть Т,, начальная скорость твла У, а око - 
чательная У’. Тогда я 





( [@) 
©\%% 
Г ее» 
2 \ 
В Я 
гб бр © 


А 
Залвмъ заставимъ работать вторую силу на та. мьющее на- 
чальную скорость.У’. Пусть работа второй силы. на данномъ пути есть 
Т,, а окончательная скорость есть У". Тогда ХУ 


79 72 
т _МУ МУ 


асс ит. к 
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Пусть работа посльдней силы есть Т,; скорость, доставлённая тЪлу 
предпосльднею силою есть У””, а скорость въ конц дЪйствя послвдней 
силы есть У (ту-же скорость доставили бы всз силы, дЪйствуя на тзло 
одновременно). ИмЪемъ 


МУ? му" 
ое та 





Складывая почленно вс эти уравнен!я, мы получимъ 


муз му”, му"? 








ТЕТ... НТ Е 
Пу му ое 
РЕ йо 


Обозначая работу всвхъ силъ на твло черезъ Т, получимъ 


му? МУ, 
ми 


при дъйстваи мнозижь силь на точку работа иль равна приращеню кине- 
этической энерии. 

$ 4. Работа силь, дъйствующихь на систему точекь. Всякое тЪло 
можно разематривать состоящимъ изъ системы евободныхъ матерлаль- 
ныхъ точекъ, псдверженныхъ дЪйств!ю различныхъ силъ. Вычислимъ 
работу силъ, дЪйствующихь на каждую изъ точекъ, и алгебраическую 
сумму этихъ работь для всъхъ точекъ назовемъ работою силъ, дЪйствую- 
щихъ на систему. Сумму кинетическихъ энерг1й всЪхъ точекъ системы 
назовемъ кинетическою энерг1ею системы. Написавъ для каждой изъ то- 
чекъ системы уравнен!е работъ и сложивъ почленно вс эти уравнешя. 
мы получимъ, что работа Т всзхъ силь системы равна приралщен1ю ки- 
нетической энергш \\,—\\,, если \У, есть кинетическая энергя системы 
для 2-го положення, а У", есть кинетическая энерг1и для начальнаго по- 
ложеня. Т. е. 


Т=У,- У. 


$ 5. Начало возможныхь скоростей. Если всЪ точки системы‘ дви- 
жутся такъ, что кинетическая энергя системы не мЪняется, тб изъ 
предыдущаго уравнен!я елфдуетъ, что сумма работъ для всей @иотемы 
равна 0; т. е. если \,=\,. то Т=0. Называя тЪ силы, для скоторыхъ 
работа положительна, движущими, а прочйя силы сопротивляющимися, 


мы имфемъ слфдующее начало возможныть скоростей: ” установив- 

шемся движени системы работа движущихь силь рав о работль силь 
(С\ о 

сопротивляющихся. о 


$ 6. Силы внутрения и вньъшния. Т% силы, Котобыя происходять 
отъ взаимодЪйств!я частиць системы, называются внутренними; проч1я 
силы суть вньииия. Ньютонъ принялъ, что з6Ъ внутреннйя силы по- 
парно равны, прямо противоположны, дзйствуютьъ по прямой, соединяю- 
дей взаимодйствующйя точки, и зависятъь только отъ разстояня между 


этими точками. Изъ этихъ свойствъ внутреннихъ силъ слфдуетъ, что, 
если система пришла какимъ либо путемъ изъ одного положен!я въ 
другое и затмъ обратно умьмь же путемь вернулась въ первое поло- 
жене, то работа всъжь силь при обратномь перемьщении отличается 
только знакомь оть работы при прямомь перемющенши, ибо при обрат- 
номъ движении длины путей и величины силъ, произведен1е которыхъ 
измЪряетъ работу, остается безъ измЪненля. 

$ 7. Положене о невозможности въчнало движителя. Если система 
точекъ предоставлена только внутреннимъ силамъ, то наблюден1е показы- 
ваетъ, что она можетъ двигаться вЪчно по очень сложнымъ законамъ; 
примъръ: солнечная система. Но при всуществован!и какихъ либо внЪш- 
нихъ сопротивлевй, т. е. силъ, производящихъ отрицательную работу, 
движен1е системы с0 временемъ прекратится; такъ учитъ насеъ опытъ 
и наблюдене. Это положен1е о невозможности вЪчнаго движен1я системы 
при существовани внЪшнихъ сопротивленй заключаетъь въ себЪф, какъ 
частный случай, законъ инерши. 

$ 8. Независимость работы внутреннихь силь оть промежуточныхь 
состояний. При переходь системы изь одною положеная въ друше, внут- 
‘реннёя силы системы производять одну и ту-же работу, какимь бы п\- 
эпемь перелодь не совершался. Допустимъ противное; пусть при переходь 
изъ положеня 1 въ положене П путемь А требуется большая работа 
(, чёмъ при переход изь Г во П путемъ В, когда производитея ра- 
бота 4. Предоставимъ внутреннимъ силамъ переводить систему изъ Г 
положен1я во П путемъ А. При этомъ система пр1обрътетъ н$»которую 
кинетическую энергю, равную работ внутреннихъ силъ (). Остановимъ 
каждую изъ точекъ системы помощью, напримёръ, пружинъ; пружины 
при этомъ сожмутся и работа силы упругости пружины будетъ равна 
исчезнувшей кинетичёекой энерги, т. е. (). Заставимъ теперь эти пру- 
жины разжиматьея и двигать всЪ точки системы изъ П положеня въ Г, 
по пути В; при этомъ пружины должны произвести только работу—9 
Слвдовательно, можно было бы пометить на пути В нЪ%которое со- 
противлене, т. е. ввести силу, дЪйствующую противъ движен1я, и си: 
стема все таки вернулась бы въ положене Т. Такимъ образомь мы 
могли бы осуществить вЪчный движитель, что признано на основан!и 
многовзкового опыта невозможнымъ. Итакъ работа внутреннихъ силъь 
не завиеитъ отъ промежуточныхъ состоян!й системы, а только отъ край- 
нихъ, т. е. отъ начальнаго и конечнаго положен1я системы. т 

$ 9. Потенщальная энерия. Среди всевозможныхъ положений — 
стемы, предоставленной внутреннимъ силамъ, есть по крайней: 1 
одно такое №, для достиженя котораго внутренн!я силы системы ее 
произвести наибольшую работу. Пусть работа, необходимая яя доети- 
жешя системою этого положення, выходя изъ положевя | ть ’0,; назо- 
вемъ эту работу потенщальною энериею въ положении да достижен!я 
системою положенйя № изъ П пусть понадобится работа; о будеть по- 
тенщальная энерг1я системы въ положеши ЦП. Так канъ работа внут- 
реннихъ силь при переходв изъ положеня Т въ Положене П не зави- 
сить отъ пути, то мы направимъ систему сначала въ положенше №, при 
чемъ произведется работа С, а затБмъ перемъетимъ систему въ поло- 
жеше П, при чемъ произведется работа—0,; вея работа будетъ 9,—0,. 
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Итакъ работа внутреннить силь системы при переходь изь одною тдло- 
_женая -Г вь положенле 1Т равно разности потениальныхь энерий этихь 
двухь положенй системы. 

$ 10. Оохранеше энерии. Мы ранзе выдЪли, что 


Т=М,-—\.. 


Подъ Т мы понимаемъ здЪсь работу внзшнихъ силъ В и работу 
внутреннихъ силъ системы, равную, какъ только что видёли, 0,—0,, 
а потому 


ВО, 0, —=\,—\, 


ИЛИ 


В»=(У,--0,)—С\,--О,). 


Сумму У-ГО кинетической и потенщальной энермй системы въ 
какомъ либо положен1и назовемъ иолною энериею системы въ этомъ по- 
ложени. А потому послёднее уравнене прочтется такъ: 

Приралщензе полной энерии системы равно работль вньшнихь силъ, 
дъйвтвовавшить на систему. 

Если внёшнихъ силь не имЪъется, то В=0, и имфемъ 


№. 4 0.=М.4Е0, 


т. е. яолная энерия системы, предоставленной только внутренним си- 
ламь, не измъняется. 

$ 11. Законь покоя. Если въ какомь либо положении потенидальная 
энерия системы наименьшая, то это положене соотвьтетвуеть устой- 
чивому равновъею. Въ самомъ дЪлВ, при всякомъ перемзщени системы 
энергля ея должна увеличиться (иначе положенте не соотвзтствовало бы 
наименьшей энерми), а для этого необходима работа внзшнихь силъь; 
слЪдовательно безъ нихъ т%ло останется въ покоз. Равновзае будетъ 
устойчивое, потому что при всякомъ перемъщени изъ положен1я рав- 
новЪс1я работа внутреннихъ силъ, равная разности начальной и конеч- 
ной потенциальной энермй, будетъ отрицательная; слфдовательно внут- 
реннйя силы противодЪйствують всякому перемвщеню и по РР 
вншнихъ силъ вернуть систему въ прежнее положене. 

Если вь какомь либо положении потениальная энерия си Иры 
имтъеть наибольшую величину, то система будеть в5 неустойчиввемь рав- 
новь и. Вели потенщальная энерг!я имфетъ наибольшую возможную ве- 
личину, то, взявъ два произвольныя, но прямопротивополо я перемз- 
щеня, мы увидимъ, что работа внутреннихъ силъ для обоихь`будетъ вели- 
чина положительная, т. е. внутреннйя силы стремятся опередвинуть си- 
стему отъ даннаго положешя, какъ въ одну, такъ изв угую сторону, 
а потому въ данномъ положенйи (наибольшей потенщальной энергии) 
они должны оставить ее въ покоё. Отеюда же видна, и неустойчивость 
соотв$тетвеннаго равновзея. 

Если при веЪхъ возможныхъ положешяхъ потенщальная энергая систе- 
мы остается неизмфнною, то это значитъ, что внутреныйя силы не препят- 
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ствуютъ, но и не помогаютъ этимъ перемъщенямъ, ибо работа ихъ, 

равная изм%ненио потенцальной энерги, равна 0. 
Далъе я разсмотрю примЪнен1е закона сохрансня энергии къ дви- 
женою и равновзепо твердыхь и жидкихъ тёлъ. 
\ А. Л. Ворольковь. 


ЗАДАЧИ. 


№ 191. Найти въ цзлыхъ числахъ длины сторонъ прямоугольника, 
периметръ и площадь котораго выражаются однимъ чиеломъ. 
А. Воиновь (Харьковъ). 


№ 192. На катетахъ прямоугольнато треугольника АВС, въ кото- 
ромъ / В есть прямой, построены внъшн!е квадраты АМ и СМ; изъ 
ихъ вершинъ М и М (ближайшихъ къ В) опущены перпендикуляры МР 
и №0 на гипотенузу АС и ея продолжеше. По даннымъ МР=а и №)=6 
построить треугольникь АВС. Н. Николаевь (Пенза). 


у № 193. Рьшить безъ помощи тригонометраи слздующую задачу 
(изъ Прям. Тригон. Верещагина, Сиб. 18838, стр. 175, № 991): 
„Высота башни равна 120 х., основане колонны находится въ 
одной горизонтальной плоскости съ основанемъ башни. Наблюдатель, 
помфетивиийся на вершин башни, нашелъ, что углы, составленные 
лучами зрЪн1я къ обоимъ концамъ колонны съ горизонтальной пло- 
скостью (угловыя пониженя), были соотвЪтственно равны 60° и 30°. 
Найти высоту колонны“. Г. Ширинкинь (Воронежъ) и А. П. (Пенза). 


№ 194. Решить уравнеше 


ЭБшх - 245 т32--168 15% __ 
3С05—16С05%--16С055% — 
И. Вонсикь (Воронежь). 





№ 195. Доказать, что прямая ОГ., проведенная изъ точки перес$- 
чения О дагоналей АС и ВО гармоническаго четыреугольника АВС 
параллельно одной изъ его сторонъ, напр. ВС, до пересвченя съ 
гой стороной, напр. СО, въ точкз Г,—-есть средняя пропорщовальная 
между отрфзками этой стороны СЁ и ГО. И. Бискь (в? 


№ 196. Показать, что если У„, Уь, \. обозначаютъ „объемы тёль, 
образуемыхъ вращенемъ треугольника АВС к около сто- 
ронъ ВС, СА, АВ, то с\ 





55% 
11,1 2004 ^$7 

УТ. У У Мос } 

П. Свъшниковь (Троицкъ). 
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РЕШЕНИЯ ЗАДАЧЪ. 


№ 243. Вывести общую Фхормулу для вычисленмя силы поднят!я 
аэростата по слБдующимъ даннымъ: 

У объемъ (въ куб. метрахъ), О—илотность газа (отн. воздуха), 
{температура, Н—атмосхерное давлеше, РвЪсъ единицы объема (куб. 
метра) воздуха при нормальномъ давлени (0,176 м.) и при 0°С., (при- 
близительно Р=1,293 килогр.) @—коэфФишенть расширен1я воздуха 
(прибл. я=0,00366) и @—всъ оболочки аэростата и всего груза, под- 


лежащаго поднят!ю. 
Если Р вЪеъ одного куб. метра воздуха при нормальномъ давлени 
0,76 м. и при 0°С., то при ГС. и при томъ же самомъ нормальномъ 


давлении вфеъ одного куб. метра воздуха равенъ 
р 


ЧР 


такъ какъ въ то же время (т. е. при С) объемъ газа при той же масеЪ 
увеличится въ (1-|-9#) разъ; вЪсъ же воздуха при давлении въ Н метровъ 
и при РС. равенъ 
РН 
0,76(а-Раб’ 


Поэтому вЪеъ воздуха, выт$еняемаго аэростатомъ, есть 
И ЛА 
0,76(1- 56)’ 
а вЪсъ газа въ аэростатЪ будетъ 


РНУР | 
0,76(4--а8} 





вЪеъ же газа, оболочки аэростата и груза такой: 


9 РН. «$ 
0,76(1- а.) и 
сх 
Слъдовательно сила поднятия аэростата равна ©” 
д) 
Р.Н.У(1—0) А я? 
— 0,76(1--4) 8 


ИЛИ : ХУ 


1.293Н. 1—1) | дог 
0,16@--0,00366) и 





С. Блажко (Москва). 
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№ 356. Вакая цыхра занимаетъь -0е место въ ряду, составленномъ 
изъ натуральныхъ чиселъ, 


123456789101112..........99100101102..........? 


Однозначныхъ чиселъ 9, двузначныхъ 99—9=—90 и вообще и— 
значныхъ 


(10”—1)—(10"—1—1)=9.10”-1. 


Поэтому, чтобы узнать число м%стъ, занятыхъ числами отъ 1 до 
т—значныхь включительно, надо написать т разъ подрядь цыеру 
Э и умножить послЗднюю девятку на 1, вторую съ конца на 2, тертью 
на 3 ит. д. При этомъ всегда при умножени 9-ти на Ё получится 8 и 
#—1 вь умЪ. Въ самомъ дл 


9-1) =(10—1 1) =10%-10--&—1, 


и слЪдовательно если у насъ еще въ ум #—1, то получитея 10-8, 
т. е. законъ взренъ и для слфдующаго числа #--1, но онъ оправды- 
вается для #=2, слБдовательно вообще онъ вренъ. Поэтому искомое 
число мВетъ равно числу 


(т—1)88.....:....89 +... @) 


тд число восмерекъ равно (%— 1). Если данное число ® равняется 
одному изъ чиселъь хормы (1) напр. 128888888888889, то искомая цыхра 
будетъ 9, потому что поелЪднее изъ 9/-значныхь чисель оканчивается 
9-ю. Если же я не равняется ни одному числу Формы (1), то надо 
взять ближайпие меньшее и вычесть изъ 7; разность покажетъ, сколько 
занято мЪъетъ (7%--1) —значными числами до искомой цыеры включительно. 
Эту разность раздьлимъ на (7-1). Если дълен1е совершится безъ остатка, 
то искомая цыера на единицу меньше послздней цыеры частнаго; если же 
при длен1и получится остатокъ 7, то къ частному надо придать 10” и 
взять въ полученномъ числБ 7-ую цыхру слёва. Указанное правило вы- 
текаетъ изъ того, что (4--1)-ое число изъ (%--1)—-значныхъ есть 10"-|-4. 








© 


ПримЪръ: отыскать цыеру, стоящую на 15880-мъ мъетЪ. 5 
&@ 
15830—38889=86941; о 
@” 
- 5 
Е В 
7388 <\ 


$ 
т. е. искомая цыера занимаеть первое мъсто въ Чиоль 17388, т. е.—1, 
цыера же, занимающая предыдущее м%сто, есть 8—1=1. 


В. Соллертинскй (Галтчино). 
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№ 411. На сторонахъ а, 6, с треугольника АВС взяты соотвзт- 
ственно точка Е, Е, Ш такъ, что отрёзки АО, ВЕ и СЕ удовлетворяютъ 
услов!ю: 


абс - а. АО —$6е.ВЕ—са.СЕ--а.АО.СЕ-Ь.ВЕ.АО--с.СЕ.ВЕ— 
—2АО.ВЕ.СЕ=0. 


Доказать, что прямая АЕ, ВЕ и СО пересЪкаютсв въ одной точкЪ. 
Данное равенство можно представить въ такомъ видЪ: 


(с—АБ)(а—ВЕ)—с.СЕ(а - ВЕ) а.АО.СЕ - 2АО.ВЕ. СЕ= 0, 
или ° 
ъ.ВО.СЕ—с.СЕ.СЕ-а.АО.СЕ—2АУ.ВЕ.СЕ—=о0, 
ЗамЪняя стороны а, 6, с суммою соотв тетвенныхъ отрфзковъ, по 
сокращени получимъ 
АВ.ВО. ЕАО О) 
но если мы черезъ пересфчене прямыхъ АШ и ВЕ проведемъ прямую 


СО’ (Р’—точка персевчен1я этой прямой съ стороною АВ), то, какъ 
известно, должно существовать такое равенство 


АЕ.ВО’.СЕ=АБ’.ВЕ.СЕ; 


сравнивая это послЪднее равенство съ (9), заключаемъ, что точка 0, 
т. е. прямая СО проходить черезъ точку пересвчентя прямыхъ АЕ и 
ВЕ, что и требовалось доказать. 


П. Тритольский (Полтава), Я. Эйлерь (Сиб.). Ученики: Курск. г. (7) В. Х., 
Кам.-Под. г. (7) Я. М. 
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